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Analyse temps-fréquence
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Signal et spectrogramme d'un son de piano jouant la gamme majeure de Do.

Motivation

o Adaptée pour les signaux non stationnaires et multi-composantes

o De nombreuses méthodes efficaces reposent sur la Transformée de Fourier
a court terme (TFCT) (estimation de paramétres, modélisation,

transformation, compression, etc.)

@ Représentation intuitive en audio (notion de fréquence instantannée [Ville

1948])

temps (s)
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Transformée de Fourier & court terme (TFCT)

Pour une fenétre d'analyse h € C°°(R) () L*(R), on définit la TFCT d'un signal
x € L*(R) par :

HWMOZAthu—ﬂ%””dr (1)

dQ
:/5w+mﬁpmam (2)
R 2w
avec j2 = —1 et z* le conjugué complexe de z. F,(w) = [ x(t)e ™ /“*dt (resp.

Fin(w)) la transformée de Fourier de x (resp. h).

Le spectrogramme de x est donné par |F(t,w)|?.
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La réallocation du spectrogramme [Kodera et al., 76] [Auger, Flandrin, 95]

f(t,w) =t —Re (%) ,avec Th(t) =t h(t) 3)
. FPh(t,w dh

&(t,w) =w+Im (ﬁ) ,avec Dh(t) = E(t) (4)
(t,w) = // (1, Q))5(w — &(1,Q)) d‘r% (5)

Spectrogram SNR=45.00 dB, L=15.00 Reassigned spectrogram SNR=45.00 dB, L=15
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Pour une fréquence arbitraire, wo € R :

/ FP (¢, w)e 70 dt = // (F)h(t — 7)€ T eIt gy

= [ Mo du [ x(rye e orar
= Fp(~wo)™ Fx(w + wo) (6)

Siwo =0et F(0) #0,0na:

X0 = gy [ P arg? ()
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Pour un instant arbitraire, to € R :

ot —tg) AW io(t—r— dw
F: t w(t—to) =/ h(t — 7)* w(t—T—to)
/R () 2= xrn(e— e dr 2

:/Rx(r)h(t — )6t — 7 — to)dr (8)

= x(t — to)h(to)" (9)
Sito=0et h(0)#0,0na:

X(0) = gy [ Fllew)e 52 (10)
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Idées principales

o Geénéraliser |'usage des formules de synthése avec des fenétres d'analyse
particuliéres Dh(t) = 2(t) et Th(t) =t h(t).

o Traiter les situations indéterminées (forme J) avec la régle de I'Hopital.

Rappel : Théoréme de |'Hépital

Pour f et g, des fonctions dérivables au voisinage de xo. Si f(x0) = g(x0) =0
et si g'(x0) # 0, alors :
f(x) _ f'(x)
= 11
M g() ~ g00) 4y

Preuve : Utiliser le théoréme des accroissements finis (TAF) de Cauchy.
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Marginale en temps

Si F4(0) =0, et si ngﬁ(O) # 0, on peut utiliser la régle de I'Hopital avec

I'Eq.(7) : Fx(w) = wlirﬂo Fe(w + wo) =

/Fx"(t,w)e’fw“dt P F "(t,w)e <ot dt
IimO R £ - = Iim0
wo—> h(_UJO) wo—> BOTO h(u)*e—onu du
R
/tFX”(t,w)e’f‘”"tdt /tFXh(Lw)dt
= lim ‘E =B (12)
wo—0 /Uh( ) —jwou du FTh(O)
R N=—=—~—
T h(u)*

Cela permet d'obtenir la formule de synthése suivante aprés transformée de
Fourier inverse, quand Fr4(0) # 0 :

X(t) = % //R rEH (7, w)e o7 0 (13)

9/19



Introduction

Nouvelles formules de synthése de la TFCT
Simulations numériques

Conclusion

Formules utilisant la marginale en temps
Formules utilisant la marginale en fréquence
Liens avec les opérateurs de réallocation

T"h (généralisation)

Si on remplace h par 7"h, ¥n € N dans I'Eq. (7), on obtient :

1

Pt o) = oy

/ FT™(t,w)e ™ot dt (14)
R

Pour wo = 0, si Frnpo) = 0 et Frat1po) # 0, on peut utiliser a nouveau la regle
de I'Hopital :

15} T"h —jwot
M{/RFX (t,w)e °f dt

0 aos [Fron(—wo)]

Fulw) = lim Fe(w +wo) =lim (15)
/ tF] " (¢, w) dt
R

T Fraag(0) (16)
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DT"h (généralisation)

Si on remplace h par DT "h dans I'Eq. (12), le dénominateur fait apparaitre

Frp7nn(0)* reformulé ainsi :

Froran(w) =i [FDT"h(w)] =J dd [ jn“ddT:"Fh(w)}

" d dn+1
=" d —Fi(w) + jwj"" dw"+1 Fh(w)
= —Fron(w) + Fprotap(w).
Donc, si Frp7nn(0) # 0, I'Eq. (16) conduit a :

/tFXDT"h(t,w) dt /tFXDT"h(t,w)dt
Fe(w) = "% = B
= i@~ Forean0) — Fron0)

(17)

(18)
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En remplagant h par D"h(t) dans I'Eq. (10), Vn € N.
Si D"h(to) # 0, alors on a :

X(e=t0) = g | FP (e )05 (19)

Si D"h(0) = 0 et D" h(0) # 0, on peut utiliser la régle de I'Hépital, car
4[D"h(t)] = D" h(t), ce qui permet d’écrire :

x(2) :m/wﬂ’ (1, w)et 2 (20)
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En remplacant h par TD"h, Vn € N, on remarque :

i[7’2)"h(t)] =D"h(t) + tD" " h(t). (21)
dt —_———

TDr+1h(t)

Comme TD"h(0) =0,Vn € N, alors tlinz) 4TD"h(t) = D"h(0).
—
Ainsi, lorsque D"h(0) # 0, on obtient :

_ 1 TD"h jwe dw
x(t)—anh(O)*/Rwa (1, w)et 22 (22)
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De méme, en remplagant h par 7 h dans I'Eq. (10), on obtient :

/FTh(t )ejwtd: :AFFh(it a.;)Fh(t )ejwtdw

) (i) s
= R(t—ﬂ(t,w))F:(t,w)eJ“tz—jj

: FI(t,w)\ 2 it dw
“/R""< F(t,w) ) Ftw)e™ oo
= x(t)Th(0)* =0

(23)

(24)
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En remplacant h par Dh dans I'Eq. (10), on obtient :

[t [

L (e () 2om

it dw
©(tw)e gy

)

et

— A _ h 'wtdl
—j/R(wX(t,w) W)FH (W)t 2

+Am(%%%§yﬂumw€$ (25)

= x(t)Dh(0)"

qui vaut 0 quand Dh(0)
en 0).

(26)

=0, (ie. pour une fenétre d'analyse symétrique centrée
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RQF: 269.970 dB

IF"(tw)| 2, L=8.00, RSB=30.00 dB 12
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|F(t,w)] 0 = 5y [ Al )
@ Signal synthétique multicomposante mélangé a un bruit blanc (RSB 1-30 dB)
2

__n
@ Fenétre d'analyse gaussienne de largeur L : h[n] = \/;'—"LE 212

@ Approximation rectangulaire (période d'échantillonnage T, nombre d'indices fréquentiels
M = 500) : Fl[n, m] ~ FX"(nTs,szLTS)

l1x113

@ Qualité de reconstruction : RQF(x, X) = =212
X=X
2

1. Rapport signal sur bruit
pPp g 16/19



frequence normalisee

Reconstruction de x impossible a partir de FXT" et FP" avec les marginales classiques.

JFI"(tw) 2, 1=8.00, RSB=30.00 dB
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Bilan

@ Nous introduisons plusieurs familles de formules de synthése de la TFCT
reposant sur des fenétres d'analyse particuliéres

@ Permet la reconstruction du signal a partir des fenétres d'analyse modifiées
FPh et FTh (impossible avec les marginales classiques)

o Certaines formules font naturellement apparaitre les opérateurs de
réallocation

Limitations

@ Quelques problémes de stabilité numérique observés sur les reconstructions
utilisant la régle de I'Hopital.

@ Besoin d'une étude approfondie des formules de synthése obtenues avec
plus de simulations numériques

= Travail préliminaire pour développer de nouveaux outils inspirés du
synchrosqueezing pour I'extraction des composantes présentes dans un signal.
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Merci

Code Matlab :
https://github.com/dfourer/STFTmarginals

Lien vers I'article GRETSI 2025 :
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