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Analyse temps-fréquence
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Signal et spectrogramme d’un son de piano jouant la gamme majeure de Do.

Motivation

Adaptée pour les signaux non stationnaires et multi-composantes

De nombreuses méthodes efficaces reposent sur la Transformée de Fourier
à court terme (TFCT) (estimation de paramètres, modélisation,
transformation, compression, etc.)

Représentation intuitive en audio (notion de fréquence instantannée [Ville
1948])
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Transformée de Fourier à court terme (TFCT)

Pour une fenêtre d’analyse h ∈ C∞(R)
⋂

L2(R), on définit la TFCT d’un signal
x ∈ L2(R) par :

F h
x (t, ω) =

∫
R
x(τ)h(t − τ)∗e−jωτdτ (1)

=

∫
R
Fx(ω +Ω)Fh(−Ω)∗e jΩt dΩ

2π
(2)

avec j2 = −1 et z∗ le conjugué complexe de z . Fx(ω) =
∫
R x(t)e

−jωtdt (resp.
Fh(ω)) la transformée de Fourier de x (resp. h).

Le spectrogramme de x est donné par |F h
x (t, ω)|2.
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La réallocation du spectrogramme [Kodera et al., 76] [Auger, Flandrin, 95]

t̂(t, ω) = t − Re
(
FTh
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

)
, avec T h(t) = t h(t) (3)

ω̂(t, ω) = ω + Im
(
FDh
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

)
, avec Dh(t) =

dh

dt
(t) (4)

Rx (t, ω) =

∫∫
R2

∣∣∣F h
x (τ,Ω)

∣∣∣2 δ(t − t̂(τ,Ω))δ(ω − ω̂(τ,Ω)) dτ
dΩ

2π
(5)

time samples
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Spectrogram SNR=45.00 dB, L=15.00
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Reassigned spectrogram SNR=45.00 dB, L=15
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Représentation non inversible.
5/19



Introduction
Nouvelles formules de synthèse de la TFCT

Simulations numériques
Conclusion

Reconstruction du signal 1/2

Marginale en temps

Pour une fréquence arbitraire, ω0 ∈ R :∫
R
F h
x (t, ω)e

−jω0t dt =

∫∫
R2

x(τ)h(t − τ)∗e−jωτe−jω0t dtdτ

=

∫
R
h(u)∗e−jω0u du

∫
R
x(τ)e−j(ω+ω0)τdτ

= Fh(−ω0)
∗Fx(ω + ω0) (6)

Si ω0 = 0 et Fh(0) ̸= 0, on a :

x(t) =
1

Fh(0)∗

∫∫
R2

F h
x (τ, ω)e

jωtdτ
dω

2π
(7)
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Reconstruction du signal 2/2

Marginale en fréquence

Pour un instant arbitraire, t0 ∈ R :∫
R
F h
x (t, ω)e

jω(t−t0) dω

2π
=

∫∫
R2
x(τ)h(t − τ)∗e jω(t−τ−t0)dτ

dω

2π

=

∫
R
x(τ)h(t − τ)∗δ(t − τ − t0)dτ (8)

= x(t − t0)h(t0)
∗ (9)

Si t0 = 0 et h(0) ̸= 0, on a :

x(t) =
1

h(0)∗

∫
R
F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π
(10)
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Formules utilisant la marginale en temps
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Idées principales

Généraliser l’usage des formules de synthèse avec des fenêtres d’analyse
particulières Dh(t) = dh

dt
(t) et T h(t) = t · h(t).

Traiter les situations indéterminées (forme 0
0 ) avec la règle de l’Hôpital.

Rappel : Théorème de l’Hôpital

Pour f et g , des fonctions dérivables au voisinage de x0. Si f (x0) = g(x0) = 0
et si g ′(x0) ̸= 0, alors :

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

f ′(x0)

g ′(x0)
(11)

Preuve : Utiliser le théorème des accroissements finis (TAF) de Cauchy.
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Marginale en temps

Si Fh(0) = 0, et si ∂Fh
∂ω0

(0) ̸= 0, on peut utiliser la règle de l’Hôpital avec
l’Eq.(7) : Fx(ω) = lim

ω0→0
Fx(ω + ω0) =

lim
ω0→0

∫
R
F h
x (t, ω)e

−jω0t dt

Fh(−ω0)∗
= lim

ω0→0

∂
∂ω0

∫
R
F h
x (t, ω)e

−jω0t dt

∂
∂ω0

∫
R
h(u)∗e−jω0u du

= lim
ω0→0

∫
R
tF h

x (t, ω)e
−jω0t dt∫

R
uh(u)∗︸ ︷︷ ︸
T h(u)∗

e−jω0u du
=

∫
R
tF h

x (t, ω) dt

FT h(0)∗
(12)

Cela permet d’obtenir la formule de synthèse suivante après transformée de
Fourier inverse, quand FTh(0) ̸= 0 :

x(t) =
1

FTh(0)∗

∫∫
R2

τF h
x (τ, ω)e

jωt dτ
dω

2π
(13)

9/19



Introduction
Nouvelles formules de synthèse de la TFCT

Simulations numériques
Conclusion

Formules utilisant la marginale en temps
Formules utilisant la marginale en fréquence
Liens avec les opérateurs de réallocation

T nh (généralisation)

Si on remplace h par T nh, ∀n ∈ N dans l’Eq. (7), on obtient :

Fx(ω + ω0) =
1

FT nh(−ω0)∗

∫
R
FT nh
x (t, ω)e−jω0t dt (14)

Pour ω0 = 0, si FT nh(0) = 0 et FT n+1h(0) ̸= 0, on peut utiliser à nouveau la règle
de l’Hôpital :

Fx(ω) = lim
ω0→0

Fx(ω + ω0) = lim
ω0→0

∂
∂ω0

[∫
R
FT nh
x (t, ω)e−jω0t dt

]
d

dω0
[FT nh(−ω0)∗]

(15)

=

∫
R
tFT nh

x (t, ω) dt

FT n+1h(0)∗
(16)
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DT nh (généralisation)

Si on remplace h par DT nh dans l’Eq. (12), le dénominateur fait apparaître
FT DT nh(0)∗ reformulé ainsi :

FT DT nh(ω) = j
d

dω
[FDT nh(ω)] = j

d

dω

[
ωjn+1 dn

dωn
Fh(ω)

]
= jn+2 dn

dωn
Fh(ω) + jωjn+1 dn+1

dωn+1 Fh(ω)

= −FT nh(ω) + FDT n+1h(ω). (17)

Donc, si FT DT nh(0) ̸= 0, l’Eq. (16) conduit à :

Fx(ω) =

∫
R
tFDTnh

x (t, ω) dt

FT DT n+1h(0)∗
=

∫
R
tFDT nh

x (t, ω) dt

FDT n+1h(0)∗ − FT nh(0)∗
(18)
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Dnh (généralisation)

En remplaçant h par Dnh(t) dans l’Eq. (10), ∀n ∈ N.
Si Dnh(t0) ̸= 0, alors on a :

x(t − t0) =
1

Dnh(t0)∗

∫
R
FDnh
x (t, ω)e jω(t−t0) dω

2π
. (19)

Si Dnh(0) = 0 et Dn+1h(0) ̸= 0, on peut utiliser la règle de l’Hôpital, car
d
dt
[Dnh(t)] = Dn+1h(t), ce qui permet d’écrire :

x(t) =
1

jDn+1h(0)∗

∫
R
ωFDnh

x (t, ω)e jωt dω

2π
(20)
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T Dnh (généralisation)

En remplaçant h par T Dnh, ∀n ∈ N, on remarque :

d

dt
[T Dnh(t)] = Dnh(t) + tDn+1h(t)︸ ︷︷ ︸

T Dn+1h(t)

. (21)

Comme T Dnh(0) = 0, ∀n ∈ N, alors lim
t→0

d
dt
T Dnh(t) = Dnh(0).

Ainsi, lorsque Dnh(0) ̸= 0, on obtient :

x(t) =
1

jDnh(0)∗

∫
R
ωFT Dnh

x (t, ω)e jωt dω

2π
(22)
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Opérateur t̂

De même, en remplaçant h par T h dans l’Eq. (10), on obtient :∫
R
FT h
x (t, ω)e jωt dω

2π
=

∫
R

FT h
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π

=

∫
R

(
Re

(
FT h
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

)
+ j Im

(
FT h
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

))
F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π

=

∫
R
(t − t̂x(t, ω))F

h
x (t, ω)e

jωt dω

2π

+ j

∫
R

Im
(
FT h
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

)
F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π
(23)

= x(t)T h(0)∗ = 0 (24)
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Opérateur ω̂

En remplaçant h par Dh dans l’Eq. (10), on obtient :∫
R
FDh
x (t, ω)e jωt dω

2π
=

∫
R

FDh
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π

=

∫
R

(
Re

(
FDh
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

)
+ j Im

(
FDh
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

))
F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π

= j

∫
R
(ω̂x(t, ω)− ω)F h

x (t, ω)e
jωt dω

2π

+

∫
R

Re
(
FDh
x (t, ω)

F h
x (t, ω)

)
F h
x (t, ω)e

jωt dω

2π
(25)

= x(t)Dh(0)∗ (26)

qui vaut 0 quand Dh(0) = 0, (ie. pour une fenêtre d’analyse symétrique centrée
en 0).
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Expérience
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|F h
x (t, ω)|2 x̂(t) = 1

h(0)∗

∫
R
Fh
x (t, ω)ejωt dω

2π

Signal synthétique multicomposante mélangé à un bruit blanc (RSB 1=30 dB)

Fenêtre d’analyse gaussienne de largeur L : h[n] = 1√
2πL

e
− n2

2 L2

Approximation rectangulaire (période d’échantillonnage Ts , nombre d’indices fréquentiels
M = 500) : Fh

x [n,m] ≈ Fh
x (nTs , 2π m

MTs
)

Qualitè de reconstruction : RQF(x, x̂) =
||x||22

||x−x̂||22

1. Rapport signal sur bruit
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Reconstruction utilisant la règle de l’Hôpital
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1
jh(0)∗

∫
R
ωFT h

x (t, ω)ejωt dω

2π
1

jD2h(0)∗

∫
R
ωFDh

x (t, ω)ejωt dω

2π

Reconstruction de x impossible à partir de FT h
x et FDh

x avec les marginales classiques.

17/19



Introduction
Nouvelles formules de synthèse de la TFCT

Simulations numériques
Conclusion

Conclusion

Bilan

Nous introduisons plusieurs familles de formules de synthèse de la TFCT
reposant sur des fenêtres d’analyse particulières

Permet la reconstruction du signal à partir des fenêtres d’analyse modifiées
FDh
x et FT h

x (impossible avec les marginales classiques)

Certaines formules font naturellement apparaître les opérateurs de
réallocation

Limitations

Quelques problèmes de stabilité numérique observés sur les reconstructions
utilisant la règle de l’Hôpital.

Besoin d’une étude approfondie des formules de synthèse obtenues avec
plus de simulations numériques

⇒ Travail préliminaire pour développer de nouveaux outils inspirés du
synchrosqueezing pour l’extraction des composantes présentes dans un signal.
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Merci

Code Matlab :
https://github.com/dfourer/STFTmarginals

Lien vers l’article GRETSI 2025 :
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